IV Всероссийская смена «Юный математик»

Турнир математических игр

Математическая игра «Два капитана»

(«Бороться и искать, найти и не сдаваться»)

Условия и решения. Старшая лига. 11 сентября 2008 года
1. (ответ с проверкой) Из набора гирь массой 1, 2, 3, 4, …, 25, 26 выбрать 6 гирь так, чтобы из них нельзя было выделить два разных набора, суммарные массы которых равны. (При этом в этих двух наборах могут использоваться не все 6 гирь.)  (например, 26, 25, 24, 22, 19, 11)
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2. (письменно) Найдите наименьшее значение выражения 
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. Укажите все пары (x;y), при которых оно достигается. (
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 при x=y=0. Отметим на координатной плоскости точки О(0;0), А(0;y), B(x;y) и С(-4;5). Тогда нужная нам сумма равна сумме расстояний ОА+АВ+ВС, которая не меньше ОС=
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. Причём данное значение достигается, если точки А и В окажутся на отрезке ОС, т.е. при x=y=0.)
3. (устно) Найдите наибольшее натуральное число из различных цифр, у которого любая группа подряд идущих цифр даёт число, делящееся на количество цифр в этой группе. (76840. Предположим, что есть большее число. Если в нём не менее 6 цифр, то две последние цифры должны делиться на 5, т.е. среди них есть 5, но тогда нет соответствующей делимости на 2 у двузначного числа, оканчивающегося на 5. Т.о., большее число должно быть пятизначным (
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), оканчиваться на 4 чётные цифры и последняя цифра e=0. Кроме того, из делимости на 3 следует, что 0(a+b+c≡b+c+d(mod 3), т.е. a≡d(mod 3), и также 0(b+c+d≡c+d+e(mod 3), т.е. b≡e≡0(mod 3), значит, b=6. Из делимости на 4 следует, что 
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(4, т.е. (10c+d)(4, но с – чётное, значит, d(4. Тогда первая цифра не может быть 9 (иначе d=6)  и 8 (иначе d=2), значит, a=7, d=4, и для максимальности числа c=8.)
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4. (письменно) На продолжении гипотенузы АВ прямоугольного треугольника АВС за точку В отмечена точка D такая, что DC=2BC. Пусть Н – основание высоты, проведённой из вершины С прямого угла. Найдите угол BDC (в градусах), если известно, что расстояние от Н до катета ВС равно длине отрезка НА. (18º. Пусть (BAC=( и AC=1. Из (АВС найдём 
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, т.к.  1=AC=AB(cos(=(BH+HA)(cos(=(AC+HA)(cos(=(1+cos()(cos(. По теореме синусов для (CBD имеем sin(СDB=1/2(sin(CBD(=1/2(cos(=
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, а это синус 18(, что можно вывести с помощью тригонометрических формул, используя углы 36(=2(18( и 54(=3(18(=90(-36(.)

5. (письменно) Натуральные числа m и n  таковы, что  m2+n2+m делится на mn. Докажите, что m – точный квадрат. (Пусть m2+n2+m=amn, где  a – натуральное число. Тогда n2=m(an-m-1) и можно считать, что m=bc2, an-m-1=bd2, где b свободно от квадратов. Получим, что  1=an-m-bd2=abcd-bc2-bd2(b, значит, b=1, поэтому m=c2 – точный квадрат.)

[image: image10.png]D




6. (устно) На основании AD равнобедренной трапеции ABCD отмечена точка N такая, что четырёхугольник NBCD является параллелограммом. Диагонали трапеции ABCD пересекаются в точке E. Оказалось, что точки A, B, E, N лежат на одной окружности. Докажите, что AB=BC.  (AB=CD=BN, значит, наша окружность является описанной окружностью равнобедренного (ABN и прямая BC будет касательной к окружности, тогда (BAC=(BAE=(CBE (опираются на одну дугу BE), который в силу равнобедренности трапеции равен (BCE=(BCA. Значит, (ABC – равнобедренный и AB=BC.)

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	


7. (письменно) Какое наименьшее количество клеток квадрата 5(5 можно закрасить так, чтобы в любом четырёхклеточном многоугольнике была хотя бы одна закрашенная клетка? (9 клеток. Предположим, что можно обойтись менее чем 8 чёрными клетками, значит, можно обойтись и ровно 8 клетками, добавив ещё несколько закрашенных клеток. Рассмотрим граф, в котором 25-8=17 вершин – белых клеток, рёбра – стороны между соседними белыми клетками – перегородки (не более 40 рёбер). Т.к. каждая компонента связности содержит не более 3 вершин (иначе найдётся четырёхклеточник без чёрной клетки), то всего не менее 6 компонент связности, в каждой из которых рёбер на 1 меньше, чем вершин, следовательно, в графе не более 17-6=11 рёбер. Остальные  же рёбра (не менее 40-11=29) пропали за счёт 8 чёрных клеток, каждая из которых убрала из графа не более 4 рёбер. Значит, по принципу Дирихле, не более 3 чёрных клеток находятся на краю доски, т.е. убрали из графа не более 3 рёбер. Но на краю доски уместятся сразу 4 непересекающихся четырёхклеточника 1(4, значит, хотя  бы 4 клетки на краю должны быть чёрными, - противоречие. Значит, всего не менее 9 закрашенных клеток. Пример на 9 чёрных клеток – см. рис.)

8. (ответ) Дана функция 
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 Сколько решений имеет уравнение f(2+|x|)=6? (4. Пусть 2+|x|=t≥2. При 2≤t≤3, наше уравнение превратится в f(t)=t+3=6, откуда найдём t=3,  x=​±1. Во втором случае при t>3 получим f(t)=10–t=6, т.е. t=4 и x=​±2.)
9. (ответ с примером) Из какого наибольшего количества различных цифр можно составить натуральное число и его квадрат, в записи которых вместе каждая цифра используется ровно 1 раз? Приведите ответ, пример числа и его квадрата. (9 цифр, например, 8072=651249. Пусть натуральное число N состоит из k цифр, тогда      10k-1(N<10k и  102(k-1)(N2<102k. Значит, N2 состоит либо из 2k-1, либо из 2k цифр, а вместе с самим N у них будет 3k-1 или 3k цифр, т.е. все 10 различных цифр использованы быть не могут.)

10. (письменно) В клетки таблицы 5(5 по одному ставят различные натуральные числа от 1 до 25, причём нельзя, чтобы в какой-нибудь строке или в каком-нибудь столбце сумма чисел давала остаток 1 при делении на 3. Какое наибольшее количество чисел можно поставить? Приведите ответ и укажите порядок выставления чисел. (Можно выставить 24 числа. Все 25 чисел выставить нельзя, т.к. каждое число с остатком 1 можно выставить в строке только после появления там числа с остатком 2 (при этом новое число с остатком 2 ещё нельзя выставлять до появления числа с остатком 1), но чисел с остатком 1 на одно больше, значит, хотя бы одно из них не будет выставлено. Выделим теперь на доске 4 квадрата 2(2, затем в них по очереди сначала ставим по диагонали 2 числа с остатком 2, затем по другой диагонали -  2 числа с остатком 1. В результате все 8 чисел с остатком 2 и 8 (из 9) чисел с остатком 1 будут выставлены, при этом суммы чисел в столбцах и строках будут иметь остатки 2 и 0. После этого заполняем  ещё 8 клеток числами, кратными 3, которые никак не повлияют уже на остатки сумм.)

11. (ответ) Сколько решений в цифрах имеет уравнение НОК(a,b)+НОД(a,b)=a+b? (37=9+2(14 решений. Заметим, что цифры не могут быть равны 0, иначе, невозможно определить НОК. Пусть a=kd, b=ld, где d=НОД(a,b). Тогда НОК(a,b)=kld  и, значит, kld+d=kd+ld, откуда получаем, что (k-1)(l-1)=0, т.е. либо k=1, либо l=1. Значит, одно из чисел равно их НОДу, т.е. одно из чисел-цифр делится на другое число-цифру. Всего таких пар с учётом порядка – 9 с одинаковыми ненулевыми цифрами и 2(14 с различными (8 пар с 1 и пары (2,4), (2,6), (2,8), (3,6), (3,9), (4,8)).)

12. (письменно) На плоскости даны три точки A1, В1 и С1, являющиеся пересечением биссектрис углов А, В и С треугольника АВС с серединными перпендикулярами к сторонам ВС, СА и АВ соответственно. С помощью циркуля и линейки восстановите треугольник АВС. (Точки A1, В1 и С1 в силу свойств биссектрис и серединных перпендикуляров окажутся серединами дуг ВС, СА и АВ соответственно описанной около (АВС окружности. Построим эту окружность, как описанную около (А1В1С1. Затем построим на ней точки А, В и С. Например, точки В и С строим, отметив от точки А1 дуги, равные ((А1В1+(А1С1–(В1С1)/2.)

13. (устно) Некоторые из городов страны соединены дорогами; из каждого города выходит не более трёх дорог. Докажите, что все города можно разбить на две группы так, чтобы не более трети всех дорог соединяли города из одной группы. (Допустим, что каждый город соединён не более чем с двумя другими. Тогда все дороги объединяются в циклы (замкнутые маршруты) и цепи (незамкнутые маршруты), не связанные между собой. В каждой цепи и каждом цикле чётной длины отметим города красным и синим цветами так, чтобы цвета чередовались, а в каждом цикле нечётной длины отметим красным какие-либо два соседних города, а остальные снова покрасим так, чтобы их цвета чередовались. Тогда синие города вообще не будут связаны дорогами, а дорог, соединяющих красные, будет столько же, сколько циклов нечетной длины. Поскольку в каждом нечётном цикле не меньше трех дорог, дорог, соединяющих одноцветные города, будет не больше трети от общего числа дорог. В общем случае будем удалять по одному города, из которых выходит по три дороги, вместе с выходящими из них дорогами до тех пор, пока не окажется, что каждый из оставшихся городов соединен не более чем с двумя другими. Затем раскрасим оставшиеся города так, как сказано выше, а после будем по одному добавлять удалённые города и красить каждый добавленный город в синий цвет, если хотя бы две дороги из него ведут в красные города, и в красный в противном случае. Легко понять, что разбиение городов на красные и синие, которое мы получим в итоге, удовлетворяет условию задачи.)

14. (ответ) При записи цифр четырёхзначного числа в обратном порядке получается другое четырёхзначное число, произведение которого с исходным делится на 1000. Найдите все такие четырёхзначные числа. 

(5216, 5736, 5264, 5784, 6125, 6375, 4625, 4875. Пусть А – данное четырёхзначное число, а В – число, записанное теми же цифрами в обратном порядке. Поскольку произведение АВ делится на 1000 = 8(125, и ни один из сомножителей не может делиться на 2 и 5 одновременно (иначе он оканчивался бы на 0, а другой начинался бы с нуля), то одно из этих чисел (пусть В) делится на 8, а другое (пусть А) — на 125. Следовательно, число А должно оканчиваться на 125, 375, 625 или 875, а число В, соответственно, начинаться на 521, 573, 526 или 578. Подбирая их последние цифры так¸ чтобы обеспечить делимость на 8, получаем первые четыре ответа, и записывая полученные числа в обратном порядке, – ещё четыре.)
15. (устно) Какое наибольшее число ладей можно расставить на шахматной доске 8(8 так, чтобы каждая ладья находилась под боем не более двух ладей? (Любые две ладьи бьют друг друга, если они стоят в одном вертикальном или горизонтальном ряду и между ними нет третьей ладьи.) (16. Решение 1. Для каждой ладьи существуют хотя бы две стенки на краю доски, которые «бьёт» только эта ладья (эти стенки находятся на направлениях, с которых ладью никто не бьёт). Тогда ладей на доске не больше 32:2=16. Решение 2. Пусть в некотором ряду (строке-столбце) есть не менее 3 ладей, тогда ладья, которая находится между двумя другими, никого не бьёт в перпендикулярном ряду. Вычеркнем этот ряд вместе с ладьёй, при этом суммарный размер доски уменьшится на 1 и количество ладей уменьшится на 1, а на новой доске расстановка ладей опять будет обладать прежними свойствами. После нескольких таких операций на оставшейся доске (k(n) в каждом  ряду останется не более чем по 2 ладьи. Значит, ладей не более 2(min(k,n)+(8-k)+(8-n)(16. Пример на 16 ладей – расположенные по главной диагонали 4 квадрата 2(2 из ладей.)

16. (письменно) Даны три неотрицательных числа, не превосходящих 1, сумма всех трёх попарных произведений  которых равна 1. Какое наибольшее значение может принимать их сумма квадратов? (2. Пусть наши числа 0(a(b(c(1. Тогда a2 + b2 + c2( ab+bc+c2 (1+1=2, при этом значение 2 достигается при a=0 и b=c=1 .)
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