IV Всероссийская смена «Юный математик»

Турнир математических игр
Математическая игра «Два капитана»
(«Бороться и искать, найти и не сдаваться»)
Условия и решения. Младшая лига. 11 сентября 2008 года

1. (ответ с проверкой) Из набора гирь массой 1, 2, 3, 4, …, 25, 26 выбрать 6 гирь так, чтобы из них нельзя было выделить два разных набора, суммарные массы которых равны. (При этом в этих двух наборах могут использоваться не все 6 гирь.) (например, 26, 25, 24, 22, 19, 11)
2. (письменно) Из одной точки проведены N(2 лучей так, что угол между любыми двумя лучами больше 60(. При каких N это возможно? (от 2 до 5 лучей. Заметим, что при N(6  по принципу Дирихле среди N  углов между соседними лучами найдётся угол, не больший 60º, что противоречит условию. А при N(5 лучах такое могло быть, например, если все углы между соседними лучами равны 360º/N(72º.)
3. (устно) Найдите наибольшее натуральное число из различных цифр, у которого любая группа подряд идущих цифр даёт число, делящееся на количество цифр в этой группе. (76840. Предположим, что есть большее число. Если в нём не менее 6 цифр, то две последние цифры должны делиться на 5, т.е. среди них есть 5, но тогда нет соответствующей делимости на 2 у двузначного числа, оканчивающегося на 5. Т.о., большее число должно быть пятизначным (
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), оканчиваться на 4 чётные цифры и последняя цифра e=0. Кроме того, из делимости на 3 следует, что 0(a+b+c≡b+c+d(mod 3), т.е. a≡d(mod 3), и также 0(b+c+d≡c+d+e(mod 3), т.е. b≡e≡0(mod 3), значит, b=6. Из делимости на 4 следует, что 
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(4, т.е. (10c+d)(4, но с – чётное, значит, d(4. Тогда первая цифра не может быть 9 (иначе d=6)  и 8 (иначе d=2), значит, a=7, d=4, и для максимальности числа c=8.)

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	


4. (ответ с примером) Какое наименьшее количество клеток квадрата 5(5 можно закрасить так, чтобы в любом четырёхклеточном многоугольнике была хотя бы одна закрашенная клетка? (9 клеток. Предположим, что можно обойтись менее чем 8 чёрными клетками, значит, можно обойтись и ровно 8 клетками, добавив ещё несколько закрашенных клеток. Рассмотрим граф, в котором 25-8=17 вершин – белых клеток, рёбра – стороны между соседними белыми клетками – перегородки (не более 40 рёбер). Т.к. каждая компонента связности содержит не более 3 вершин (иначе найдётся четырёхклеточник без чёрной клетки), то всего не менее 6 компонент связности, в каждой из которых рёбер на 1 меньше, чем вершин, следовательно, в графе не более 17-6=11 рёбер. Остальные  же рёбра (не менее 40-11=29) пропали за счёт 8 чёрных клеток, каждая из которых убрала из графа не более 4 рёбер. Значит, по принципу Дирихле, не более 3 чёрных клеток находятся на краю доски, т.е. убрали из графа не более 3 рёбер. Но на краю доски уместятся сразу 4 непересекающихся четырёхклеточника 1(4, значит, хотя  бы 4 клетки на краю должны быть чёрными, - противоречие. Значит, всего не менее 9 закрашенных клеток. Пример на 9 чёрных клеток – см. рис.)
5. (письменно) Найдите все тройки простых чисел вида n-2000, n, n+8.  (3, 2003, 2011. У данных трёх простых чисел разные остатки при делении на 3, поэтому ровно одно из них делится на 3, а значит, является 3, это меньшее из них n-2000. Тогда n=2003.)
6. (устно) Прямоугольный параллелепипед 1(1(2 перекатывают (через рёбра) по клетчатой доске 200(8. Можно ли прокатить его так, чтобы каждую клетку доски параллелепипед покрыл ровно один раз? (да, например, вдоль стороны 8=2+1+2+1+2, затем перекатить в следующий ряд и т.д.)
7. (письменно) Каждая грань куба разделена на 4 равных квадрата, и каждый квадрат покрашен в один из 3 цветов, так что квадраты, имеющие общие стороны, окрашены в разные цвета. Какое наибольшее количество квадратов одного цвета могло быть? (8. Около каждой вершины куба будет по 1 квадрату каждого цвета.)
8. (письменно) На острове рыцарей и лжецов (рыцари всегда говорят правду, лжецы всегда лгут) в некоторой компании из 10 человек один сказал: «Среди нас 1 рыцарь»; двое других сказали: «Среди нас два рыцаря»; ещё трое сказали: «Среди нас три рыцаря»; последние четверо сказали: «Среди нас четыре рыцаря». Сколько рыцарей в этой компании? (0, 1, 2, 3 или 4)
9. (ответ с примером) Из какого наибольшего количества различных цифр можно составить натуральное число и его квадрат, в записи которых вместе каждая цифра используется ровно 1 раз? Приведите ответ, пример числа и его квадрата. (9 цифр, например, 8072=651249. Пусть натуральное число N состоит из k цифр, тогда      10k-1(N<10k и  102(k-1)(N2<102k. Значит, N2 состоит либо из 2k-1, либо из 2k цифр, а вместе с самим N у них будет 3k-1 или 3k цифр, т.е. все 10 различных цифр использованы быть не могут.)
10. (ответ с примером) В клетки таблицы 5(5 по одному ставят различные натуральные числа от 1 до 25, причём нельзя, чтобы в какой-нибудь строке или в каком-нибудь столбце сумма чисел давала остаток 1 при делении на 3. Какое наибольшее количество чисел можно поставить? Приведите ответ и укажите порядок выставления чисел. (Можно выставить 24 числа. Все 25 чисел выставить нельзя, т.к. каждое число с остатком 1 можно выставить в строке только после появления там числа с остатком 2 (при этом новое число с остатком 2 ещё нельзя выставлять до появления числа с остатком 1), но чисел с остатком 1 на одно больше, значит, хотя бы одно из них не будет выставлено. Выделим теперь на доске 4 квадрата 2(2, затем в них по очереди сначала ставим по диагонали 2 числа с остатком 2, затем по другой диагонали -  2 числа с остатком 1. В результате все 8 чисел с остатком 2 и 8 (из 9) чисел с остатком 1 будут выставлены, при этом суммы чисел в столбцах и строках будут иметь остатки 2 и 0. После этого заполняем  ещё 8 клеток числами, кратными 3, которые никак не повлияют уже на остатки сумм.)
11. (ответ) Сколько решений в цифрах имеет уравнение НОК(a,b)+НОД(a,b)=a+b? (37=9+2(14 решений. Заметим, что цифры не могут быть равны 0, иначе, невозможно определить НОК. Пусть a=kd, b=ld, где d=НОД(a,b). Тогда НОК(a,b)=kld  и, значит, kld+d=kd+ld, откуда получаем, что (k-1)(l-1)=0, т.е. либо k=1, либо l=1. Значит, одно из чисел равно их НОДу, т.е. одно из чисел-цифр делится на другое число-цифру. Всего таких пар с учётом порядка – 9 с одинаковыми ненулевыми цифрами и 2(14 с различными (8 пар с 1 и пары (2,4), (2,6), (2,8), (3,6), (3,9), (4,8)).)
12. (письменно) В некоторой школе у 70% учеников карие глаза, у 75% - тёмные волосы, у 85% - рост выше 150 см и у 90%  вес превышает 50 кг. Какой процент учеников заведомо обладает всеми четырьмя названными характеристиками? (20%, т.к. не обладать хотя бы одной из данных характеристик может не более 30+25+15+10=80% учеников.)
13. (устно) В однокруговом футбольном  турнире (каждый с каждым играет ровно 1 раз) на 6 команд в некоторый момент оказалось, что у всех команд различное ненулевое количество очков. После какого наименьшего количества матчей такое могло быть? (Победа – 3 очка, ничья – 1 очко, поражение – 0 очков.) (8 матчей. В турнире разыграно не менее 1+2+3+4+5+6=21 очка, а за матч команды набирают в сумме не более 3 очков, значит, было не менее 7 матчей. Если бы было ровно 7 матчей (а значит, у команд 1, 2, 3, 4, 5 и 6 очков), то тогда бы не было ничьих и команда не могла бы набрать 1 очко. За восемь матчей такое могло быть, например, – ничьи между 1 и 2, 2 и 5, 4 и 5, а 3, 4, 5 и 6 выиграли у 1, а 6 – у 2.)
14. (ответ) При записи цифр четырёхзначного числа в обратном порядке получается другое четырёхзначное число, произведение которого с исходным делится на 1000. Найдите все такие четырёхзначные числа. 

(5216, 5736, 5264, 5784, 6125, 6375, 4625, 4875. Пусть А – данное четырёхзначное число, а В – число, записанное теми же цифрами в обратном порядке. Поскольку произведение АВ делится на 1000 = 8(125, и ни один из сомножителей не может делиться на 2 и 5 одновременно (иначе он оканчивался бы на 0, а другой начинался бы с нуля), то одно из этих чисел (пусть В) делится на 8, а другое (пусть А) — на 125. Следовательно, число А должно оканчиваться на 125, 375, 625 или 875, а число В, соответственно, начинаться на 521, 573, 526 или 578. Подбирая их последние цифры так¸ чтобы обеспечить делимость на 8, получаем первые четыре ответа, и записывая полученные числа в обратном порядке, – ещё четыре.)
15. (устно) Какое наибольшее число ладей можно расставить на шахматной доске 8(8 так, чтобы каждая ладья находилась под боем не более двух ладей? (Любые две ладьи бьют друг друга, если они стоят в одном вертикальном или горизонтальном ряду и между ними нет третьей ладьи.) (16. Решение 1. Для каждой ладьи существуют хотя бы две стенки на краю доски, которые «бьёт» только эта ладья (эти стенки находятся на направлениях, с которых ладью никто не бьёт). Тогда ладей на доске не больше 32:2=16. Решение 2. Пусть в некотором ряду (строке-столбце) есть не менее 3 ладей, тогда ладья, которая находится между двумя другими, никого не бьёт в перпендикулярном ряду. Вычеркнем этот ряд вместе с ладьёй, при этом суммарный размер доски уменьшится на 1 и количество ладей уменьшится на 1, а на новой доске расстановка ладей опять будет обладать прежними свойствами. После нескольких таких операций на оставшейся доске (k(n) в каждом  ряду останется не более чем по 2 ладьи. Значит, ладей не более 2(min(k,n)+(8-k)+(8-n)(16. Пример на 16 ладей – расположенные по главной диагонали 4 квадрата 2(2 из ладей.)
16. (письменно) Даны три неотрицательных числа, не превосходящих 1, сумма всех трёх попарных произведений  которых равна 1. Какое наибольшее значение может принимать их сумма квадратов? (2. Пусть наши числа 0(a(b(c(1. Тогда a2 + b2 + c2( ab+bc+c2 (1+1=2, при этом значение 2 достигается при a=0 и b=c=1 .)
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