IV Всероссийская смена «Юный математик»

Турнир математических игр

Математическая игра «Домино»
Условия и решения. Младшая лига. 9 сентября 2008 года
0–0. Сколькими способами число 10 можно представить в виде суммы не менее чем двух натуральных слагаемых? (Порядок слагаемых важен, т.е., например, 2+4+1+2+1 отличается от 1+2+1+2+4.) (511. Заметим, что если выписать в ряд 10 единиц, то каждый способ составления суммы соответствует способу расставить в  некоторых промежутках между единицами знака «+», когда количество единиц между соседними плюсами и даст соответствующее слагаемое в сумму. Всего таких способов 29=512, но один из посчитанных нами способов соответствует сумме, в которой ровно одно слагаемое 10 (это когда мы не поставим ни одного знака «+»). Значит, всего 29-1=511 нужных нам сумм.)
0–1. Требуется сложить из спичек треугольник, одна из сторон которого вдвое больше другой. Какое наименьшее количество спичек можно для этого использовать? Спички нельзя ломать и накладывать друг на друга. (5 спичек. Одна из сторон не меньше 2, а две других – не менее 1, значит, периметр не менее 4, но ровно 4=2+1+1 он быть не может – противоречие с неравенством треугольника 2=1+1. Тогда периметр не менее 5=2+2+1, а такой треугольник существует.)
0–2. В углу шахматной доски стоит ладья. Её передвигают по горизонтали или по вертикали так, что все поля, через которые ладья прошла за ход, из доски выбрасываются и ходить по ним или через них нельзя. Какое наименьшее количество ходов можно сделать так, чтобы больше ходов сделать было нельзя? Приведите ответ и пример маршрута. (4, например, a1-a2-h2-h1-b1)
0–3. На 15 карточках по одному написаны все целые числа от 1 до 15. Одну карточку потеряли и оказалось, что сумма чисел на остальных карточках – простое число. Какая карточка могла быть потеряна? (7, 11, 13. Сумма всех данных чисел равна 8(15=120, значит, потерянное число должно после вычитания из 120 давать простое число, не меньшее 105. А простыми числами в интервале от 105 до 119 являются 107, 109, 113, значит, потеряли 13, 11 или 7.)
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0–4. Какое наибольшее количество не бьющих друг друга ферзей можно поставить на чёрные клетки шахматной доски? Приведите ответ и пример расстановки. (5. Ферзей на чёрных клетках можно фактически заменить на ферзей на доске из 32 клеток в форме, когда строки-столбцы превратились в диагонали, а диагонали превратились в строки-столбцы, – см. рис. На этой доске получается 7 строк, значит, ферзей – не более 7. Разобрав случаи, когда ферзей ровно 7 или 6, начиная их расставлять с точностью до симметрии с крайних строк, получим, что эти варианты невозможны, значит, ферзей – не более 5. Пример – на рисунке.)
0–5. Сколько существует натуральных двузначных чисел, являющихся средним арифметическим некоторого натурального однозначного и некоторого натурального трёхзначного числа? (49, это числа от 51 до 99. Так как сумма самых меньших натуральных однозначного и трёхзначного чисел не меньше 1+100=101, то наше двузначное число N≥101/2=50,5. А все числа от 51 до 99 можно представить в виде среднего арифметического 1 и 2N-1, где второе число будет нечётным трёхзначным числом от 101 до 197.)
0–6. Найдите следующее за 864 натуральное число, оканчивающееся на 864 и кратное 864. (108864. Если от нужного нам числа отнять 864, то получим, число, кратное 864 и оканчивающееся на три нуля. Тогда если отбросить три нуля, оставшееся число должно быть кратно 864:8=108, 1000 делится на 8. Наименьшее такое число равно 108, значит, наше число равно 108864.)
1–1. Требуется сложить из спичек треугольник, в котором есть сторона вдвое большая другой и есть сторона втрое большая другой. Какое наименьшее количество спичек можно для этого использовать? Спички нельзя ломать и накладывать друг на друга. (такой треугольник не существует. Из условия следует, что это разносторонний треугольник и пусть его стороны - натуральные числа a>b>c, значит, a/c>a/b и a/c>b/c . Тогда не возможны все случаи (a=3c, b=2c), (a=3b, b=2c), (a=2b, b=3с), (a=3c, a=2b) – во всех них противоречие с неравенством треугольника. Значит, такой треугольник не существует.)
1–2. Из спичек единичной длины выложили прямоугольник так, что его периметр численно равен площади. Сколько спичек использовано?  (18 или 16. Решим в натуральных числах уравнение 2(a+b)=ab, где a  и b – длины сторон прямоугольника. Перенесём всё в одну сторону и разложим на множители (a-2)(b-2)=4, откуда и получим два варианта для сторон (4, 4) и  (3, 6).)
1–3. В кучке 27 спичек. За один ход можно брать 1, 2 или 3 спички. Выигрывает тот, кто взял последнюю спичку. Какое минимальное количество спичек могло быть у победителя по окончании игры при правильной игре? (9 спичек. При правильной игре выигрывает первый игрок, взяв сначала 3 спички, а затем добавляя к ходу второго спички до 4 штук за 1 парный ход. При любой другой стратегии второй перехватит инициативу. Т.о. в этой игре первый сделает ровно 1+24:4=7 ходов и возьмёт минимум 3 (первый ход)+6(в 6 остальных ходах)=9 спичек.)

1–4. Сколько вершин может быть у клетчатого многоугольника, периметр которого равен 12?  (сторона клетки равна 1) (4, 6, 8, 10, 12. Заметим, что стороны клетчатого многоугольника чередуются по направлению (горизонтальные-вертикальные), поэтому количество сторон (вершин) является чётным числом, не меньшим 4 и не большим 12 (каждая сторона не меньше 1). Причём каждый случай количества вершин реализуется.)
1–5. Внутри выпуклого четырёхугольника ABCD нашлась такая точка P, что сумма расстояний от P до A и C равна диагонали BD, а сумма расстояний от P до B и D равна диагонали AC. Укажите все выпуклые четырёхугольники с таким свойством. (Выпуклые четырёхугольники с равными диагоналями. Заметим, что BD = PA + PC ( AC и AC = PB + PD ( BD, откуда AC = BD= PA + PC = PB + PD. Поскольку AC = PA + PC, точка Р лежит на диагонали АС. Поскольку BD = PB + PD, точка Р лежит на диагонали BD. Значит, Р — точка пересечения диагоналей четырёхугольника, у которого диагонали равны.)

1–6. Третье тысячелетие начинается 01.01.2001 и заканчивается 31.12.3000. Сколько в нём есть дат, которые записываются ровно двумя различными цифрами? (87 дат. Это даты из 0 и 2 (3(1((23-1)=21 дата), или из 1 и 2 (22(2(23=64 даты), или из 0 и 3 (2 даты).)
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2–2. На какое наибольшее количество прямоугольников можно по линиям сетки разрезать квадрат 6(6 так, чтобы среди них не было одинаковых прямоугольников? Приведите ответ и пример разрезания. (8 прямоугольников. Если бы было не менее 9 различных прямоугольников, то их суммарная площадь была бы не менее 1+2+3+4+4+5+6+6+8=39, т.к. минимальные по площади 9 прямоугольников, умещающихся в квадрате 6(6,  - 1(1, 1(2, 1(3, 1(4, 2(2, 1(5, 1(6, 2(3, 2(4. На рисунке пример разрезания на 8 различных прямоугольников.)
2–3. Сумма девяти натуральных чисел равна 1001. Найдите максимальное возможное значение их (всех девяти!) наибольшего общего делителя. (91, например, для набора из восьми чисел 91 и одного числа 273. НОД данной девятки чисел должен быть делителем их суммы, не превосходящим её девятой части, но 1001=7(11(13, значит, НОД(7(13=91.)

2–4. В вершинах выпуклого 2008-угольника расставляют произвольным образом по одному все натуральные числа от 1 до 2008. Затем на каждой стороне записывают сумму чисел в её концах. Какое наименьшее количество различных чисел могло оказаться написанными на сторонах? Приведите ответ и пример расстановки чисел. (3. По разные стороны от 1 стоят два числа a<b, а рядом с числом b будет стоять ещё некоторое число c(2, тогда 1+a<1+b<c+b, значит, на сторонах написано не менее трёх различных чисел. Например, это могут быть числа 2008, 2009 и 2010, если в вершинах числа поставить следующим образом: 1, 2007, 3, 2005, 5, 2003, …, 1003, 1005, 1004, 1006, 1002, 1008, …, 4, 2006, 2, 2008.)
2–5. В n(2 кучках попарно разное количество монет. За один ход в любые две кучки можно добавить по одной монете. При каких n можно гарантированно уравнять количества монет во всех кучках? (при нечётных n(3. При чётном n в кучках в сумме могло быть изначально нечётное количество монет, в результате данных операций суммарное количество монет, увеличиваясь за ход на 2, всегда будет оставаться нечётным, значит, не будет делиться на n, т.е. все кучки невозможно сделать равными. В случае нечётного количества кучек разобьём все кучки, кроме самой большой, на пары. Затем по очереди меньшую кучку каждой пары и самую большую кучку набора увеличиваем до равенства меньшей кучки пары со своей напарницей. Получим пары равных кучек и одну самую большую кучку. Теперь в каждой паре равных кучек доводим количество монет до максимальной кучки.)
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2–6. Два правильных треугольника с периметрами 9 и 12 наложили друг на друга так, что получились выпуклый шестиугольник и шесть правильных (не обязательно равных) треугольников. Какой периметр может быть у шестиугольника? (7. Заметим, что суммарный периметр (21) разбился на 6 троек равных отрезков, по одному из которых в сумме дают нужный шестиугольник, который будет иметь периметр, равный 21:3=7.)

3–3. Площадь пересечения круга и треугольника составляет 70% площади их объединения, при этом площадь треугольника вне круга составляет 20% площади их объединения. Сколько процентов площади круга находится вне треугольника. (12,5%. Пусть площадь объединения круга и треугольника равна 1, тогда площадь их пересечения равна 0,7; площадь треугольника вне круга равна 0,2; площадь круга вне треугольника равна 1-0,7-0,2=0,1, а вся площадь круга равна 0,1+0,7=0,8. Отсюда следует, что процентное отношение площади круга, лежащей вне треугольника, ко всей площади круга равно 0,1:0,8(100=12,5(%).)
3–4. В ряд стоят 10 гирек, при этом массы любых двух соседних гирек различаются на 1г. Известно, что среди них есть гирька массой 1г. Какая суммарная масса может быть у всего набора гирек? (Любое нечётное число граммов от 15 до 55. Соседние гирьки имеют разную по чётности массу, значит, в наборе 5 гирек с чётной и 5 гирек с нечётной массой, а суммарная масса будет нечётной. При этом она может принимать любое нечётное значение от (1+2)(5=15 до 1+2+3+…+10=55. Пример для каждого промежуточного значения можно получить, преобразуя постепенно набор (1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2) в набор (1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10).)

3–5. N различных натуральных чисел, не превосходящих 2008, выписаны по кругу так, что сумма любых двух из них, стоящих через одно, делится на 3. Найдите наибольшее возможное значение N. (1336. Числа могут образовывать одну (при нечётном N) или две цепочки (при чётном N), идущих через одно число. Возможны два варианта цепочек - либо цепочка чисел кратных 3, либо чередующиеся числа с остатками 1 и 2 при делении на 3, но тогда их в этой цепочке чётное количество. Учитывая, что у нас 669 чисел с остатками 0 и 2, 670 чисел с остатком 1, то наибольший по количеству чисел круг будет при цепочке в 668 чисел с остатком 0 и расположенной между этими числами цепочкой из 668 чередующихся чисел с остатками 1 и 2.)

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	

	
	
	
	
	


3–6. Какое наименьшее количество клеток квадрата 5(5 можно закрасить так, чтобы в любом четырёхклеточном прямоугольнике была хотя бы одна закрашенная клетка? Приведите ответ и пример. (7 клеток)

4–4. В прямоугольном треугольнике найдите меньший острый угол (в градусах), если высота и медиана, выходящие из вершины прямого угла, относятся как 1:2. (15º. Пусть С – вершина прямого угла, А – вершина меньшего острого угла прямоугольного треугольника АВС, СМ – медиана, СН – высота. Тогда в прямоугольном треугольнике СМН гипотенуза СМ в два раза длиннее катета СН, значит, (СМН=30º. А так как медиана СМ=АМ=ВМ, то в равнобедренном треугольнике САМ углы при основании СА равны (СМВ/2=30º/2=15º, т.е. нужный нам (САВ=15º.)
4–5. Дан набор из N нецелых чисел. Известно, что среди любых 10 из них найдутся два числа с целой суммой. При каком наименьшем N в наборе гарантированно найдутся хотя бы два полуцелых числа? (N=19. Рассмотрим дробные части этих чисел, тогда по принципу Дирихле найдётся десятка чисел с дробными частями либо из (0; 0,5], либо из [0,5; 1). Но в такой десятке найдётся пара чисел с целой суммой только в случае, если у этих чисел дробная часть равна 0,5. При меньшем N можно привести контрпример с числами, дробные части которых равны 0,1 и 0,9, где чисел каждого из двух видов не более 9, при этом в каждой десятке есть числа с обеими дробными частями, а их сумма будет целым числом.)

4–6. Какое наибольшее значение может принимать выражение a1(b1+a2(b2+…+an(bn, где сумма неотрицательных чисел a1+a2+…+an+b1+b2+…+bn=2008? (10042=1008016. Заметим, что при неотрицательных числах a1(b1+a2(b2+…+an(bn((a1 +a2 +…+an)(b1+b2+…+bn)(1004(1004, т.к. при сближении чисел с фиксированной суммой произведение растёт. При этом значение 10042 достигается, например, когда a1=b1=1004, а остальные числа равны 0.)

5–5. Какое наибольшее количество целых чисел можно создать, использовав на них вместе каждую цифру не более 1 раза, чтобы все эти числа делились на некоторое целое число, большее 1 (т.е. не были взаимно просты в совокупности)? Привести ответ и пример такого набора чисел. (7 чисел, делящихся на 3: {0, 3, 6, 9, 12, 45, 78}. Если бы чисел было не менее 8, то по принципу Дирихле среди них оказалось бы не менее 6 однозначных, значит, были бы и соседние числа, но тогда НОД=1.)
5–6. Какое наименьшее количество вершин может быть у выпуклого многоугольника, если известно, что число его диагоналей не равно 0 и  делится на 2008? (1760. Пусть у многоугольника N вершин, тогда количество его диагоналей N(N(3)/2 делится на 2008. Получим, что N(N(3) делится на 4016=24(251. Значит, либо N, либо (N(3) делится на простое число 251. Перебирая наименьшие числа, кратные 251, найдём, что минимальное N=1760.)

6–6. Найдите формулу для вычисления суммы 1(n+2((n-1)+3((n-2)+…+(n-1)(2+n(1 для каждого натурального n.  (
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. Доказать эту формулу можно по индукции. Выйти на неё можно через гипотезу, что это будет многочлен третьей степени an3+bn2+cn+d, воспользовавшись методом неопределённых коэффициентов и подставив в этот многочлен его значения 1, 4, 10, 20 при n, равных соответственно 1, 2, 3, 4.)
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