IV Всероссийская смена «Юный математик»

Турнир математических игр

Математическая игра «Пенальти»
Условия и решения. Старшая лига. 10 сентября 2008 года
1. При каком наименьшем натуральном K возможно равенство 
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 (одинаковые буквы – одинаковые цифры, разные буквы – разные цифры)? Приведите ответ и все решения получающегося ребуса. (2, при этом перебор показывает, что возможен только один случай - 2(6823=13646)
2. Кролик заметил следующую закономерность. Винни-Пух пришёл к нему в гости 12 раз, при этом каждый следующий визит приходился на первое число следующего по алфавиту месяца (первый раз они встретились 1 августа). Сколько месяцев прошло между первым и двенадцатым визитами Винни? (101 месяц. Выпишем месяцы в алфавитном порядке с указанием следующего по порядку года «август (1), апрель, декабрь (2), июль (3), июнь (4), май (5), март, ноябрь (6), октябрь (7), сентябрь (8), февраль (9), январь (10)». Т.о., прошло 8 полных лет от августа до августа, да ещё плюс 5 месяцев, т.е. всего 8(12+5=101 месяц.)
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3. AH и CP – высоты равнобедренного (АВ=ВС) треугольника АВС. Найдите величину угла В, если известно, что АС=2НР. (60º или 120º. В силу подобия треугольников АВС и РВН с коэффициентом ½ следует, что НР - либо  средняя линия ΔАВС (тогда Р и Н – основания высот и медиан одновременно, значит, ΔАВС - равносторонний и (АВС=60º), либо средняя линия ΔАВ1С, получаемого при пересечении прямых АН и СР, когда высоты оказались снаружи ΔАВС (тогда Р и Н – основания высот и медиан одновременно в ΔАВ1С, значит, ΔАВ1С - равносторонний, а (АВС=120º).
4. Последовательность {an} задана условиями a1=1,
[image: image2.wmf][

]

10

1

1

+

+

=

+

n

n

n

a

a

a

 при всех натуральных n(1, где  [x] – целая часть числа x. Найдите a2008. (
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. Нетрудно доказать, что в этой последовательности числа возрастают сначала с шагом 1/11 (11 чисел), затем с шагом 1/12 (12 чисел) и т.д. Но, 2008=1+(11+12+13+…+63)+46, значит, 
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5. В однокруговом турнире участвуют N≥4 шахматистов. В некоторый момент оказалось, что в любой четвёрке шахматистов сыграно между ними не менее трёх партий и каждый из этой четвёрки сыграл хотя бы с одним из четвёрки. Какое наименьшее количество партий могло быть сыграно к этому моменту? (3, если N=4, (пример очевиден – один сыграл с тремя другими), и N(N-3)/2, если N≥5. Если N≥5, то каждый шахматист сыграл не менее N-3 партий, иначе, берём в одну с ним четвёрку трёх шахматистов, с которыми он не играл, – противоречие. А так как каждая партия сыграна двумя шахматистами, то всего сыграно не менее N(N-3)/2 партий. В качестве примера можно рассмотреть граф в виде правильного N-угольника, в котором все сыгранные партии – это все диагонали.  Проверка случаев показывает, что для любой четвёрки условие выполняется.)

6. Найдите наименьшее чётное натуральное число, которое нельзя представить в виде суммы двух натуральных слагаемых, каждое из которых состоит из нечётных цифр. (220. Однозначное чётное натуральное число можно представить как 
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a=1+(a-1), двузначное с первой чётной цифрой - 
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, двузначное с первой нечётной цифрой, не оканчивающееся на 0,  - 
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, двузначное с первой нечётной цифрой, оканчивающееся на 0 и отличное от 10, - 
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, само число 10=1+9. Трёхзначные числа вида 
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, все остальные трёхзначные, начинающиеся с 1, – добавлением 1 в разряд сотен к двузначному числу из разложения числа, на 100 меньшего. Трёхзначные числа от 200 до 218  представляем через 199 (т.е. фактически добавление 1 к 99 из разложения числа, на 100 меньшего). Если бы 220 удалось представить нужным образом, то эти бы слагаемые были бы не однозначными числами, последние цифры которых в сумме давали бы 10, значит, предпоследние цифры в сумме бы давали 1 или 11, что для двух нечётных цифр невозможно.)

7. Найдите сумму наименьшего и наибольшего значений функции y=3cosx–3cos2x–2. (-6,625. Запишем нашу функцию в виде y=3cosx–3(2cos2x–1) –2=-6cos2x+3cosx+1=-6t2+3t=1, где t([-1;1]. Максимум этой функции будет в точке 0,25 и равен 1,375. В граничных точках интервала функция принимает значения -8 и -2, значит, областью значений этого квадратного трёхчлена будет [-8; 1,375], а тогда нужная сумма минимума и максимума равна -6,625.)

8. Длиной стороны или диагонали правильного 25-угольника будем называть количество малых дуг (между соседними вершинами) по меньшей дуге, которую стягивает соответствующий отрезок в описанной около данного 25-угольника окружности. Раскрасьте все стороны и диагонали в три цвета так, чтобы отрезки одной длины были одноцветными и при этом из любой вершины в любую другую вершину по каждому цвету можно было добраться либо напрямую, либо по ломаной из двух звеньев этого цвета. (например, первый цвет у отрезков длин 1, 3, 4, 10, второй – 2, 5, 6, 11, третий – 7, 8, 9, 12)
9. Известно, что корнями квадратного трехчлена 
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. Укажите множество из двух действительных чисел, среди которых хотя бы одно является корнем этого трёхчлена. ({1; -1}. Из условия и формул для корней следует, что дискриминант D=b2-4ac=(a-c)2. Тогда 0=(a+c)2-b2=(a-b+c)(a+b+c)=f(-1)(f(1), т.е. либо 1, либо –1 является корнем.)
10. Дано 101 различное натуральное число. Известно, что среднее арифметическое любых десяти чисел – целое число. Какое минимальное значение может принимать наибольшее число набора? (1001. Так как при замене любого числа некоторой десятки на любое другое сумма остаётся кратной 10, то у всех этих чисел при делении на 10 одинаковые остатки. Но тогда у нас наибольшее число не меньше 1+100(10=1001. В качестве примера подойдут первые 101 число с остатком 1 при делении на 10, т.е. оканчивающиеся на 1, - 1, 11, 21, …, 1001.)
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11. В прямоугольном треугольнике высота, опущенная на гипотенузу, делит её на отрезки, разность которых равна меньшему катету. Найдите отношение большего катета к меньшему. (
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. Пусть катеты равны b>a, гипотенуза равна c, высота h разделила гипотенузу на отрезки x и y=x-a. Тогда из условия x+y=с найдём, что 
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. При этом из подобия прямоугольных треугольников имеем, что 
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. Тогда 
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, значит, 
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12. В клетчатом квадрате 10(10 закрашивают по одной клетке, вписывая в каждую только что закрашенную клетку число её ранее закрашенных соседей (по стороне). Какие значения может принимать сумма всех написанных чисел? (180=2(9(10. Сумма написанных чисел равна количеству перегородок между клетками этого квадрата.)

13.  На острове рыцарей и лжецов (рыцари всегда говорят правду, лжецы - лгут) у компании из 5 аборигенов было 10 монет. Первый заявил: «У меня – 1 монета», второй: «У меня – 2 монеты», …, пятый: «У меня – 5 монет». Сколько могло быть среди них лжецов? (от 1 до 5 лжецов. Все быть рыцарями не могли, т.к. иначе у них было бы 1+2+3+4+5=15 монет – противоречие. А каждый из пяти других вариантов возможен, например: 1 лжец – пятый (0 монет); 2 лжеца – первый, четвёртый (по 0); 3 лжеца – первый, второй (по 0), третий (1); 4 лжеца – первый, второй, третий (по 0), четвёртый (5); все 5 лжецы – первый (10), остальные (по 0).)
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14. (Шведская олимпиада, 1997)  P – точка пересечения биссектрисы  BD  треугольника  ABC  и ближней к стороне СА трисектрисы СЕ.  Оказалось, что DE = DC = CP. Найдите углы треугольника ABC.  ((А=(В=360º/7, (С=540º/7. В треугольниках BDE и BDC по 2 равные стороны и по равному углу, значит они либо равны, либо (BCD + (BED = 180(. В первом случае BEDC – дельтоид и (СPD=90º, что в равнобедренном ΔCPD быть не может. Значит, возможен только второй случай. Пусть (ACB=3(, (АВC=2(. Тогда (DEC=(DCE=(, (BEC=180º-4(, (BPE=(CPD=90º-(/2, (=(CPD-(BCP=90º-5(/2. Из ΔBEP получим, что (180º-4()+(90º-(/2)+(90º-5(/2)=180º и (=180º/7, (=180º/7.)

15. Можно ли из всех 10 цифр составить 2 пятизначных числа так, чтобы одно делилось на другое? (да, например, 41358(20679. При построении примера лучше действовать методом «Анализ с конца», подбирая числа из разных цифр, умножая меньшее на 2.)
16. В клетки квадратной таблицы n(n вписали в порядке возрастания (сначала заполнили слева направо первую строку, потом вторую и т.д.) числа от 1 до n2. При каких натуральных n можно выбрать 5 клеток таблицы, образующих крест, так, чтобы сумма записанных в них чисел равнялась 250? (8(n(48  и не равно 10, 25. В любом кресте из 5 клеток число в левой клетке на единицу меньше, а в правой – на единицу больше числа, стоящего в центральной клетке, число в верхней клетке на n меньше, а в нижней – на n больше, чем в центральной клетке. Таким образом, сумма чисел в пяти клетках креста ровно в 5 раз больше числа в его центральной клетке, то есть если сумма чисел в кресте равна 250, то в его центре должно быть число 50, но чтобы такой крест существовал, число 50 не должно оказаться с краю, а это возможно при n+2(50(n2-n-1 (т.е. число 50 не попадёт в крайние строки)  и тогда, когда 50 не имеет при делении на n остатков 0 и 1 (т.е. число 50 не попадёт в крайние столбцы). Значит, 8(n(48  и не равно 10, 25.)  
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