VIII Всероссийская смена «Юный математик». ВДЦ «Орлёнок». Турнир математических игр.

Математическая игра «Пенальти». 

Младшая  лига (7-9 класс). Решения. 10 сентября 2012 года
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1. Вырежьте  из произвольного треугольника с единичной площадью три равных многоугольника площади 7/25.
2. Пятизначное число назовём неразложимым, если оно не раскладывается в произведение двух трёхзначных чисел. Какое наибольшее число неразложимых пятизначных чисел может идти подряд? (Заметим, что все числа, делящиеся на 100, являются разложимыми. Поэтому более 99 неразложимых чисел подряд быть не может. С другой стороны, между числами 100*100 и 100*101 все числа неразложимые, и их ровно 99.)

3. По окончании  однокругового волейбольного турнира оказалось, что команды можно разбить на несколько групп так, что в первой группе – 1 команда, во второй – 2, …, в k-й  ( k  команд; при этом суммарное число очков, набранных командами каждой группы одно и то же (победа – 1 очко, поражение – 0 очков). Сколько команд могло участвовать в турнире? (6 команд. Рассмотрим орграф турнира, в котором будет 
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 вершин-команд и 
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 рёбер-матчей. Сумма степеней исхода вершин каждой группы равна 
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. Но первая группа состоит из одной вершины и из этой вершины исходит не более (n(1) ребра. Поэтому 
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, откуда k(3. Если k=2, то n=3 и x=1,5, что невозможно. Если k=3, то n=6 и x=5. Такое могло быть, если каждая команда выигрывала у более слабой, команды набрали соответственно 5, 4, 3, 2, 1 и 0 очков, а разбиение на группы будет следующим: 5=4+1=3+2+0.)

4. По окружности выписано 10 натуральных чисел, сумма которых равна 100. Известно, что сумма любой тройки чисел, идущих подряд, не меньше 29. Укажите такое наименьшее число А, что в любом таком наборе чисел каждое из чисел не превосходит А. Приведите ответ и пример расстановки чисел. (13. Обозначим за М наибольшее из чисел, стоящих по окружности. Оставшиеся числа разобьем на 3 тройки подряд идущих чисел. Сумма чисел в каждой такой тройке по условию не меньше 29. Поскольку сумма всех 10 чисел равна 100, то М не больше, чем 100(3(29=13. Осталось привести пример набора с числом 13; вот этот пример: 13, 9, 10, 10, 9, 10, 10, 9, 10, 10 (здесь числа выписаны в порядке следования по часовой стрелке).)
5. Известно, что 0
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e и a+b+c+d+e=100. Какие значения может принимать с, если  a+c+e принимает наименьшее возможное значение? (0(с(25. 100=0+a+b+c+d+e(2(a+c+e), следовательно, a+c+e(50, и при этом равенство 50 достигается при a=0, b=c, d=e, причём c+e=50 и с(e, значит, 0(с(25.)
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6. Грани куба пронумерованы числами 1, 2, 3, 4, 5 и 6 так, что номер каждой грани является делителем суммы номеров соседних граней. Какое число стоит напротив 6? (Условие задачи не корректно. Допустим, нам удалось пронумеровать грани куба с соблюдением условия задачи. Рассмотрим грань номер 6. Сумма номеров четырёх соседних с ней граней должна делиться на 6. Эта сумма не меньше 1+2+3+4=10 и не больше 2+3+4+5=14, т.е. она должна быть равна 12. Поскольку 1+2+3+4+5=15, для получения суммы 12 на грани, противоположной шестёрке, должна быть тройка. Теперь рассмотрим грань номер 5. Как мы уже показали, два её соседа – это 6 и 3. Сумма двух других её соседей не меньше 1+2=3 и не больше 2+4=6, т.е. сумма всех соседей пятёрки не меньше 12 и не больше 15. Поскольку она должна делиться на 5, то она равна 15, то есть на гранях, соседних с пятёркой, стоят 2, 3, 4 и 6. Следовательно, напротив пятёрки стоит единица. Но тогда в соседях у двойки – 1, 3, 5 и 6, а их сумма нечётна. Противоречие.)
7. Длина круга стадиона равна 400м. Три бегуна одновременно стартовали в часовом забеге с одной стартовой линии, каждый – со своей постоянной скоростью. Первый бегун пробежал 20 км, второй – 19 км, третий – 18км. Сколько раз во время этого забега один из бегунов обгонял другого? (8 раз. Первый пробежал за час 50 кругов, второй – 47,5 кругов, третий – 45 кругов. Тогда первый обогнал второго 2 раза, третьего – 4 раза, а второй обогнал третьего 2 раза.)
8. Найдите наименьшее число a, при котором в квадрат со стороной a можно поместить пять кругов радиуса 1, попарно не имеющих общих внутренних точек. (
[image: image10.wmf]2

2

2

+

.  Центры кругов находятся в квадрате со стороной  (a – 2).  Разделим его на четыре равных квадратика. В одном из них находятся два центра, поэтому диаго​наль квадратика не меньше расстояния между центрами кругов, т.е. не меньше 2. Отсюда a ( 2 + 2

. Разместив центры пяти кругов в четырёх вершинах и центре квадрата со стороной 2

, увидим, что они “вписываются” в квадрат со стороной  2 + 2

.)
9.  Найдите какие-нибудь четыре решения ребуса 
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 (одинаковые буквы – одинаковые цифры, разные буквы – разные цифры). (например, 594+782=592+784=584+792=582+794=1376, значения цифр В и Р, А и И можно переставлять местами, поэтому решения ребуса разбиваются на четвёрки. Как следствие, количество решений кратно 4.)
10. Сколько существует пятизначных чисел с суммой цифр 37? (495. Это те числа, которым не хватает 8 до суммы цифр 45, тогда по «методу шаров и перегородок» количество таких чисел равно количеству способов разложить 8 шариков по 5 ящикам. Эти способы кодируются 8 единицами и 4 ноликами-перегородками, т.е. их количество равно 
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11. Найдите наименьшее натуральное число, при приписывании к которому справа любой ненулевой цифры k новое полученное число будет делиться на k. (252. Заметим, что данное число N после приписывания к нему справа цифры k превращается в 10N+k, значит, число 10N  делится на любую цифру k, а само N должно делиться на 7, 4 и 9 (для выполнения условий с 7, 8 и 9). Таким образом, минимальное N=4(7(9=252.)
12. На гипотенузе AB прямоугольного треугольника АВС взяты точки E и F такие, что AE=AC и BF=BC. Найдите отношение 
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 Пусть AF=a, BE=b, EF=x. По теореме Пифагора получим, что (a+b+x)2=(a+x)2+(b+x)2, откуда x2=2ab.)
13. На стороне AD параллелограмма ABCD взята точка P так, что AP:AD = 1:n. Q – точка пересечения прямых  AC и BP. Найдите отношение AQ:AC.  (1:(n+1). Так как AQP(CQB, то AQ:QC=AP:BC =1:n. Поэтому AC=AQ+QC=(n+1)AQ.)
14. Найдите сумму цифр числа, равного сумме 
[image: image15.wmf]3

2

1

2012

6

...

66

...

666

66

6

+

+

+

+

. (7380. 
[image: image16.wmf]=

+

+

+

+

3

2

1

2012

6

...

66

...

666

66

6
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, значит, нужная нам сумма цифр равна 11(669+7+2+7+3+2=7380)
15. Назовём натуральное число ямочным, если все цифры с первой до некоторой (не первой и не последней) идут по убыванию, а затем с неё – по возрастанию. Сколько существует ямочных чисел из 10 различных цифр? (29-2=510 чисел. Каждое ямочное число определяется однозначно в зависимости от того, какие цифры попадают слева и справа от 0, который будет низшей точкой ямы. Всего способов разбросать девять ненулевых цифр по разные стороны от 0 будет 29, но случаи, когда все цифры попали справа  или слева, не дают ямочного числа.)
16. В однокруговом футбольном турнире участвовали 16 команд. За победу давалось 3 очка, за ничью ( 1 очко, за поражение ( 0. Назовём команду успешной, если она набрала хотя бы половину от наибольшего возможного количества очков. Какое наибольшее количество успешных команд могло быть в турнире? (15 команд. Каждая команда сыграла 15 игр и поэтому могла набрать самое большее 15(3=45 очков. Значит, команда успешная, если у нее не меньше 23 очков. Пусть было n успешных команд. Тогда суммарное количество набранных очков не меньше 23n . C другой стороны, в каждой игре разыгрывается не более 3 очков, а всего было сыграно 16(15/2=120 игр; т.е. всего было разыграно не более 3(120=360 очков. Значит, 23n(360 , откуда n<16 . Покажем, что в чемпионате могло быть 15 успешных команд. Пронумеруем команды. Пусть команда номер 16 проигрывает всем остальным. Расположим номера остальных команд (числа от 1 до 15) по кругу. Пусть каждая из этих команд выиграет у следующих по кругу 7 команд (а остальным проиграет). Тогда 15 команд выиграют по 8 игр и наберут по 24 очка.)
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